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Introduction

Les Principia Mathematica sont une oeuvre en trois volumes d'Alfred Whitehead et Bertrand Russell, publiés entre 1910-1913. Cette oeuvre a pour sujet les fondements des mathématiques. C’est un livre sur la défense du logicisme développant la logique moderne. Ici, nous allons considérer les parties vues en cours.
C’est un texte fondateur et fondamental d’une partie de l’histoire de la logique.
Il est important de considérer ce texte car dans celui-ci les auteurs font quelque chose en référence à Frege de manière positive (surtout de la part de Russell). En effet, ce texte fait des différences et des similitudes par rapport à Frege.

De plus, il y a de nombreux logiciens qui ont poursuivit les travaux de Whitehead et Russell ou qui sont à la base de ces travaux. Il peut-être intéressant d’étudier les différences et les similitudes entre Whitehead et Russell et différents logicien comme Barwise, Post, Gödel, Frege, Schröder ou Boole.


En analysant le texte pivot de la logique par rapport aux textes étudiés ont peut étudier l’évolution de la logique dans l’histoire. En effet, suivant le cadre dans lequel elle est développé, suivant les quantificateurs et l’idéographie, suivant les liens entre la conditionnalité et la déduction, suivant l’utilisation des valeurs de vérité ou non, suivant l’évolution de la signification du signe d’assertion, suivant les différents usages des mots comme formules et fonctions, ont remarque les changements de la logique.
I. Le cadre des Principia :
Les points de départ de la théorie développé par Whitehead et Russell sont les idées primitives et les propositions primitives. Ces définitions se trouvent dans la section A des Principia.
Les idées primitives sont définies par : (ce sont des définitions)

_Les propositions élémentaires : Ce sont des propositions qui ne comporte pas des mots comme « tout »,  « quelque » et « le ». Par exemple les lettres sont des propositions élémentaires (ex : p, q, r, s…)

_Les fonctions propositionnelles élémentaires : Ce sont des propositions qui contiennent des variables.


_L’assertion : Elle permet d’asserter les propositions. Lors de la définition de la notion d’assertion, il introduit un nouveau signe, le signe d’assertion : «  |--. p » Ce signe signifie « il est vrai que… ». Le point qui suit le signe d’assertion signifie que tout ce qui le suit est asserté jusqu'à ce qu’il y ait un autre point précédent l’implication ou la fin de la phrase

_L’assertion d’une fonction propositionnelle : La différence avec l’assertion c’est qu’elle contient des variables et que leurs valeurs de celles-ci ne sont pas déterminées.

_La négation : « ~ p. » signifie « non p » ou « p est faux » car p est une proposition et est donc considérée comme vrai.


_La disjonction : « p v q. » signifie « p ou q » c'est-à-dire « soit p est vrai soit q est vrai »

On trouve donc ici toutes les idées primitives utilisées dans la section A des Principia.


Les propositions primitives : Ce sont des propositions qui ne sont pas démontrées. Elles sont numérotées de 1.1 à 1.72. 

Les définitions (idées primitives) doivent bien définir et les propositions primitives doivent être vraies.


Dans le cadre de Whitehead et Russell, il n’y a pas de théorème. Ce fait est dû au fait que Whitehead et Russell introduisent la notion de propositions primitives qu’ils n’ont donc pas besoin de démonstrations .Ce ne sont pas des théorèmes mais ils fonctionnent comme eux. En effet, les propositions primitives sont vrais dans le cadre définit par les Principia. (Tout comme des théorèmes sauf que ceux-ci ont besoin d’être démontrés vrais). Whitehead n‘ont donc pas besoin de théorème car leur cadre ne comprend que des propositions et des idées primitives supposées vraies.


Le cadre définit par Whitehead et Russell ne nécessite pas de démonstration lors de sa définition (Section A). C’est seulement par la suite, c'est-à-dire lors de l’extension de la théorie que les démonstrations sont nécessaires. Ce qui est normal puisque le cadre principal des Principia est définit et n’a pas besoin de démonstration. Le cadre théorique est prédéfinit aux théorèmes qui suivent. On a donc les idées et propositions primitives qui préexiste à la théorie.

La mise en place des définitions et des axiomes chez Barwise et dans les Principia sont différentes. En effet, dans les Principia, tout le cadre principal est définit dès le départ en énonçant ce qu’il contient c'est-à-dire les idées et les propositions primitives. Contrairement à Barwise, dans son article sur « Une introduction à la logique du premier ordre », il ne définit pas le cadre dans lequel il travaille, il cite la théorie. (Théorie des groupes). En fait Barwise ne fait pas une énumération de son cadre de départ il avance au fur et à mesure dans sa démonstration en introduisant des définitions utiles pour les propositions qui les suivent. Dans son exposé sur la logique de premier ordre Barwise utilise plusieurs cadres de recherche (théorie des groupes, les nombres réels, anneaux et corps) .


Le cadre des Principia est valide pour des propositions considérées comme vraies des le début alors que chez Barwise le cadre est multiple. Le fait de restreindre dans les Principia ne permet pas de tout démontrer contrairement à Barwise. 

Cette différence s’explique par le fait qu’il y a eu une évolution entre le développement des différentes théories. En effet, Barwise est un mathématicien, philosophe et logicien américain né en 1942. Il s’est donc inspiré des théories précédentes comme celle de Russell et Whitehead pour en faire un développement qui peut s’appliquer à de nombreux cadre d’étude.

II. Les quantificateurs et l’idéographie :

Whitehead et Russell introduisent la notion des quantificateurs dans la section B. En effet, la section B est une extension de leur théorie de déduction initiale. Ils introduisent de nouveau signe comme  [image: image4.png]


x  signifie « il existe » et la notation (x) signifie « quelque soit x ». 
Ces signes sont appliqués aux fonctions propositionnelles, aux propositions assertées et aux propositions. 

On a donc vu que Whitehead et Russell ont introduit plusieurs signe dans leur théorie comme |--, v, ~, [image: image5.png]


 et ( ), contrairement à Frege qui n’introduit pas de nouveau signe à part son signe d’assertion que nous étudierons dans la partie V.


L’idée de Frege était d’inventer une idéographie dans le but de représenter les idées de l’esprit.
L’ordre des définitions est modifié, en effet le « ou » est définit à partir de la conditionnalité (l’assertion) chez Frege alors que chez Whitehead et Russell le « ou » a une définition et permet de définir la notion d’implication. C’est une remarque pertinente du fait que le signe d’assertion de Frege et des Principia se ressemble. Il y a donc quelque chose qui a changé entre l’article de Frege et les Principia. En effet, dans les Principia le « ou » et le « non » définissent l’implication (la déduction), chez Frege, le « ou » est définit à partir du « non ». En fait, dans l’article de Frege le « ou » peut exister seulement après avoir introduit la notion de faux grâce au « non » car p v q  est vrai si au moins un des deux est vrai, ou un des deux est faux. Alors que dans les Principia le « ou » est une idée primitive et fait partie du cadre de la théorie. 
Donc l’ordre des définitions est modifié mais n’est pas vraiment pertinent car on aboutit à la même base de développement.

Chez Barwise, il utilise de nombreux quantificateurs, le signe quelque soit différent de celui des Principia, le signe d’existence le même que dans les Principia. Un nouveau signe est donc apparût entre les Principia et Barwise. Ces signes signifie la même chose mais on des formes différentes.

Au fur et à mesure les mathématiciens et logiciens inventent de nouveaux signes pour simplifier leur énoncé et définitions mathématiques. En effet, on a bien vu l’évolution entre Frege (1848 - 1925), qui inventé l’idéographie, et les Principia puis entre les Principia et Barwise (1942 - 2000).
Le fait de faire évoluer les quantificateurs permet de ne pas les confondre (cf. le quelque soit des Principia  (x) ) avec des signes de la langue naturelle. Ils sont remarquables. C’est le but de l’idéographie. En effet, l'idéographie est un langage graphique idéal inventé pour tenter de représenter de manière parfaite la logique mathématique. 
III. Lien entre la conditionnalité et la déduction :


Il y a des ressemblances entre le signe d’assertion de Frege et des Principia mais il cache en fait plusieurs significations.
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Chez Frege les notions de conditionnalité et de déduction sont liées par le signe d’assertion |  et le signe et déduction                 et chez Whitehead et Russel par le signe d’assertion |-- et le signe d’implication 
[image: image6] .

On a donc chez Frege un lien plus étroit entre la conditionnalité et la déduction en effet Frege utilise plus souvent le signe complet |------- qui induit une dépendance entre les deux. 
Dans le cas de Frege c’est une assertion au niveau des jugements alors que chez Whitehead et Russell c’est une déduction entre jugement ou assertion.


Il y a donc une dépendance entre la conditionnalité et la déduction, en effet la conditionnalité parle de contenu jugeable (propositions chez Whitehead et Russell) et fait intervenir le jugement, et il est nécessaire de considérer les jugements.

Chez Whitehead et Russell, la déduction est définit par l’implication. Celle-ci est une définition en elle-même. En effet c’est la première définition des Principia. C’est bien une définition et pas une idée primitive. En effet, cette définition est démontré grâce à une propriété qui est « Ce qui est impliqué par une proposition vraie est vraie ». Cette propriété même est la définition de l’implication.  p  
[image: image7] q . = . ~ p v q   est la définition de l’implication.
La première définition chez Whitehead et Russell est la définition de l’implication alors que chez Frege ce n’est pas une définition. C’est normal, le cadre des Principia est basé sur le « non » et le « ou » et donc permettent de définir la notion d’implication. La définition de l’implication est suivi d’un petit paragraphe sur l’égalité car elle est nécessaire dans la définition formelle de l’implication avec les signes logiques.
L’implication n’est pas une idée primitive, elle est définit à partir de la négation et de la disjonction.

L’implication n’est pas une notion que l’on peut comprendre juste au niveau des propositions non assertées.
Chez Barwise il n’utilise plus les mêmes notations, en effet, le cadre de base est  le «ou », le « et », le « non », l’implication, le « = » ,… il y a de nombreux signe qui forme la syntaxe de la logique de Barwise. 
Barwise a séparé la notion de conditionnalité et de déduction, en effet, Barwise sépare la valeur de vérité de la proposition ce qui entraîne une disparition du signe d’assertion et donc de conditionnalité. Donc le lien entre la conditionnalité et l’implication n’existe plus. 

La notion d’implication est introduite avant la notion de valuation chez Barwise contrairement aux Principia car ils n’ont pas besoin de la notion de vérité car elle est intrinsèque à la proposition. Ici aussi il y a une évolution du lien entre la conditionnalité et la déduction car les définitions de l’implication change du fait de la base de ces définitions. Le cadre influence les définitions et les liens entre les propriétés.
IV. Les valeurs de vérités :
Pour les valeurs de vérité il faut distinguer, Barwise et Post (1897-1954), et, les Principia et Frege.

En effet, Barwise donne plus d’importance aux valeurs de vérité en construisant des tables de vérité. Grâce aux tables, il peut démontrer la valeur d’une proposition ou d’un théorème.

Chez Post, ???

Il n’y a pas de valeurs de vérité dans les Principia, car le cadre d’action de l’assertion présuppose des propositions vraies donc la valeur est vrai quelque soit la proposition considérée. Cela est dû au fait que Whitehead et Russell on choisit de considérer les propositions comme vraies. On a une distinction entre p et  |-- p, et p et v(p)={v ;f}.
Cependant, p 230 , il existe une valeurs de vérité. Elle est définit sous forme de fonction f(p) et apparaît comme intrinsèque à la proposition. 
Le vrai est définit de la même manière à tous les ordres, elles n’ont rien à voir avec les valeurs de vérité logique.
Que ce soit dans Frege ou dans les Principia les valeurs de vérité ne sont pas vraiment définit comme des valeurs mais comme un objet lié à l’assertion. C’est le cadre qui importe.

V. L’assertion :
En fait la différence entre l’article de Frege et les Principia est que dans le premier,  toutes les nouvelles notions et toute l’idéographie sont basées sur le signe l’assertion, dans le second le signe d’assertion permet de dire le fait qu’une proposition est vraie. Si une proposition est assertées c’est qu’elles est vrai chez Whitehead et Russell.
Grâce à ce qu’on a dit sur les valeurs de vérité des Principia on peut en savoir plus sur le signe d’assertion. En effet, comme Whitehead et Russell introduise une valeur de vérité intrinsèque au signe d’assertion cela signifie qu’une proposition n’est asserter que si elle est vraie. C'est-à-dire qu’une proposition est asserté que si on peut considéré le fait qu’une proposition est vraie.

Une autre différence entre Frege et les Principia est que le signe d’assertion signifie deux choses chez Frege alors que chez Whitehead et Russell il signifie « une proposition est asserté ». C'est-à-dire que le signe de Frege signifie que le fait un jugement ( | ) et que l’on considère une proposition ( -- )

Chez Barwise, il introduit une fonction de valeur de vérité v : p-> { v , f } pour pouvoir définir une sorte d’assertion p^p -> p cela ressemble à l’assertion de Whitehead et Russell ???

VI. Formules <> Fonctions :
Propositions des Principia <> formules de Barwise
Formules = Fonctions chez Barwise ???

Antinomie

Contradiction dans laquelle tombe un système logique par suite d'une incompatibilité des axiomes et des règles syntaxiques qui en constituent la base. Voici une antinomie célèbre de l'orateur latin Cicéron (v. 106 - v. 43 av. J.-C.) : « Si tu dis que tu mens, ou tu dis vrai et alors tu mens, ou tu dis faux et alors tu dis la vérité. » L'antinomie est une forme de paradoxe.

Conclusion

Ce qui est important dans le développement d’une théorie est le cadre dans lequel elle est définit.

Grâce aux études des différents textes on peut essayer de mieux comprendre un texte. En effet quand il y a des similitudes cela peut nous aider à comprendre la notion expliquée dans le texte étudiée et s c’est des différences on peut essayer de voir les conséquences de ces différences sur les théorèmes ou les définitions qui en découlent.

En étudiant ainsi le texte pivot de l’histoire de la logique ont peut voir ce qu’ils ont garder des anciens logiciens, et ce qu’ils ont influencer sur les logiciens futurs.

Dans ces livres il y a de nombreux problème d’antinomie (cf. fonctions<>formules et valeurs de vérité ou non) ???

Bibliographie/Sitographie
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89pist%C3%A9mologie
http://www.philagora.net/epistemo/rubrique.htm
http://www.heraclitea.com/epistemo1.htm
http://fr.wikipedia.org/wiki/Logique
http://sergecar.club.fr/cours/logique.htm
http://www.cvm.qc.ca/encephi/CONTENU/PHILOSO/russell.htm
http://fr.wikipedia.org/wiki/Ex%C3%A9g%C3%A8se_des_Principia
http://web.upmf-grenoble.fr/SH/PersoPhilo/DenisVernant/quantifexistePM.pdf
PAGE  
9
GRAVAUD Lucie                                                                                      Année 2005-2006


